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Resume 

Cet article traite du problkme de la structure locale et abstraite des pseudogroupes de Lie de 
type infini. L’aspect formel est abordC sous plusieurs formes canoniques. Cune d’entre elles est 
compatible avec le comportement pathologique connu de la fonction exponentielle. Cela dCfinit un 
programme t&s p&is pour I’Claboration d’une thCorie abstraite et convegente des pseudogroupes 
de Lie analytiques de type infini. 

Abstract 

This paper deals with the local and abstract structure of Lie pseudogroups of infinite type. The 
formal aspect is considered in several cannonical ways, one of which is compatible with the known 
pathological behaviour of the exponential function. This defines a very precise program for the 
development of a convergent abstract theory of analytic Lie pseudogroups of infinite type. 
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1. Introduction 

Dans son essai sur L’avenir des mathkmatiques [Wei 79, p. 3661, Andrk Weil abordait 
ainsi, en 1947, le chapitre des pseudogroupes de type infini: ‘Sur la thkorie, si importante 
sans doute, mais pour nous si obscure, des “groupes de Lie infinis”, nous ne savons rien 
que ce qui se trouve dans les mkmoires de Cartan, premikre exploration g travers une jungle 
presque impCnCtrable; mais celle-ci menace de se refermer sur les sentiers dkj& tracks, si 
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I’on ne pro&de bient6t 2 un indispensable travail de defrichement.‘. Depuis Sophus Lie 
[Lie 91 ,Lie 9.51 et Elie Cartan [Car 04,Car 05,Car 08,Car 091 la recherche se heurte invari- 
ablement aux difficult& techniques inherentes a I’analyse dans les espaces fonctionnels 
(absence par exemple du theoreme de la fonction inverse, d’un theoreme d’existence porn 
le probleme de Cauchy). Malgre d’importants progres dans cette direction, I’elaboration 
d’une theorie pleinement satisfaisante des groupes et pseudogroupes de Lie de dimcn- 
sion infinie demeure un probleme largement ouvert. Parmi de nombreux travaux. notons 
tout particulierement ceux de Lie (ibid), Tresse [Tre 941, Cartan (ibid). Chern [Chn S-l], 
Libermann [Lib 591, Kuranishi [Kur 591, Spencer [Spe 62). Guillemin, Singer, Stemberg 
[SiS 65.&S 641. Arnold [Am 661. van Est, Korthagen [Van 64,Van 841. Douady, Lazard 
[DoL 661. Leslie [Les 67,Les 82,Les 92,Les 931. Goldschmidt [Go] 721, Ebin. Marsden 
[Ebi 701, Omori, de la Harpe, Maeda, Yoshioka, Kobayashi [OmH 72,Omo 74,OMYK 8 I 1. 
Avez. Lichnerowicz, Diaz-Miranda [ALD 74,Lic 73.Lic 74,Lic 771, Hamilton [Ham 82). 
Milnor [Mil 831, Coste. Dazord, Weinstein [Wei 7 1 ,CDW 87,Daz 93,Daz 951. Banyaga. 
Donato [BaD 931. Souriau [Sou 80,Sou 851, Frolicher. Kriegl [FK 881. Grabowski 
[Gra 88,Gra 931. 

Compte tenu des succes obtenus par la theorie des groupes de Lie de dimension linie. 
une telle elaboration se presente comme un probleme a la fois nature] et important. C’cst 
ce que souligne indirectement le bilan dresse par Weinstein sur la notion de groupoi’de de 
Lie (Wei 961. 

Cet article brosse dans un premier temps un portrait simplifie de la theorie locale des 
pseudogroupes de Lie de type intini telle qu’elle transparait apres les travaux fondamentaux 
d’E1ie Cartan (Car 371, de Guillemin, Singer et Stemberg [GUS 64,SiS 651. Leur point de 
vue essentiellement algebrique est ensuite examine sous l’angle de la theorie modeme des 
groupes de Lie de dimension infinie au sens de Milnor [Mil 831. Si la theorie formelle des 
pseudogroupes de Lie est assez bien comprise, le comportement pathologique connu de la 
fonction exponentielle [Frei 67.Pal 74,Eca 751 est un veritable obstacle a son extension au 
cadre convergent. Le traitement propose vise a contoumer cette limitation. II s’agit d’une 
approche canonique adaptee j I’analyse. si fondamentale pour la theorie, des second et 
troisieme problemes de Lie [Rob 961. Cela ouvre les portes pour une theorie abstraite et 
convergente des pseudogroupes de Lie analytiques. Certains resultats fondamentaux dans 
cette direction sont annonces. Cette etude qui reprend et prolonge [RoK 971 fera I’ohjet 
d’un article plus detaille [KaR 971. 

2. Pseudogroupes de Lie 

Si V est une variete analytique de dimension finie. un pseudogroupe de Lie de trans- 
formations de V est essentiellement une collection f d’homeomorphismes analytiques 
locaux stable par l’inversion et par la composition qui est partiellement definie, r consti- 
tuant la solution generale d’un systeme S d’equations aux derivees partielles analytiques. 
Ainsi I’ensemble des transformations locales conformes du plan complexe constitue un 
pseudogroupe de Lie associe aux equations de Cauchy-Riemann. 



310 N. Kamran, 7: Robart/Journal ?f Geometry and Physics 23 (1997) 308-318 

Lorsque S est un systeme de Mayer-Lie, c’est-a-dire completement integrable, les 
elements de f dependent localement d’un nombre fini de parametres. On a un “groupe 
continu fini”. C’est le point de depart de la theorie classique des groupes de Lie. On peut 
alors concevoir f comme Ctant une action sur V d’un voisinage de l’identite d’un groupe 
de Lie G de dimension finie. Par exemple, si V = et S est l’equation differentielle d’ordre 3 

= 0, 

le pseudogroupe de Lie T(S) correspondant consiste en les transformations homographiques 
et peut &tre regard6 comme une action locale de G = i22 x SL(2, [w) sur V = [w. 

Si S n’est pas completement integrable r est dit de type infini. La theorie des systemes 
involutifs de Cartan montre alors que, dans le cadre analytique, r est localement parametrist 
par un nombre fini de fonctions. Ce point de vue est a l’origine de la theorie locale et formelle 
de Kuranishi [Kur 59,RoK 971. Le systeme involutif Clementaire a.?/ay = 0; EJ2y/a_v2 = 0 
admet, parexemple, pour solutions X = 4(x); j = $J (x)y+p(x) et d&nit un pseudogroupe 
de Lie de type infini sur kY2. 

3. Groupes de Lie de dimension infinie 

Si la notion moderne de groupe de Lie de dimension infinie n’a pas et6 fixee, le point de vue 
expose par Milnor dans ses Remarks on injnite dimensional Lie groups [Mil 831 demeure le 
plus nature1 des lots que l’on ne rejette pas l’axiomatique des variCtCs [Daz 931. Un groupe 
de Lie de dimension infinie est, selon Milnor, un groupe muni d’une structure de variete 
indefiniment differentiable modelee sur un espace vectoriel localement convexe Hausdorff 
complet et compatible avec les operations de groupe [Mil83]. Le calcul differentiel utilise 
est celui de Gateaux. 11 est a noter que ce point de vue est essentiellement descriptif compte 
tenu de l’absence de theoremes fondamentaux pour le calcul differentiel de type Gateaux 
hors des espaces banachiques. 

Si G est un groupe de Lie de dimension infinie, l’espace modele de sa structure de 
varied sous-jacente s’identifie a son algebre de Lie L(G). L’existence pour tout u de Z(G) 
d’un sous-groupe a un parametre yU :-+ G admettant IJ pour “vecteur vitesse initiale” u = 
(dyv/dt)tr=n n’est pas toujours garantie. Lorsque c’est le cas l’application Exp : C(G) -+ G 
qui a u associe y,,( 1) designe l’exponentielle de groupe. 

L’ensemble P’([O, 11, C(G)), des chemins lisses de l’algebre de Lie C(G), est muni de 
la topologie de la convergence uniforme Coo. Le groupe G est dit r&gulier si l’equation 
differentielle ordinaire 

g 
-I WI . - = v(t) avec g(0) = e 

dt 

admet une solution lisse yu quel que soit le chemin lisse u de L(G), et si la correspondance 
u H ~~(1) de Co3([0, I], L(G)) a valeurs dans G est indefiniment differentiable. On dit 
alors, que u est la d&-iv&e logarithmique ci gauche du chemin yu. 
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Par exemple, le groupe Dip(V) des diffeomorphismes Cm d’une variete compacte 
V est un groupe de Lie regulier model6 sur I’espace de Frechet x O” (V) des champs de 
vecteurs lisses sur V [Les 671. Une question ouverte concerne l’existence de groupes de Lie 
non reguliers. II est raisonnable de penser que le groupe Diffo”( V) des diffeomorphismes 
lisses d’une variete non compacte admet une structure de groupe de Lie non t-&&r model6 

sur I’espace de ses champs de vecteurs lisses. 

3.1. Groupes et algbbres de premibre esp2ce 

De nombreux groupes de Lie de dimension infinie admettent une carte canonique de 
premiere espece; i.e. l’exponentielle est une carte au voisinage de l’element neutre. IIs 
definissent une classe EX P de groupes de Lie de dimension infinie. Un groupe G de &X P 
est dit de premiPre esptke. 

Si C est une algebre de Lie topologique ayant 2 pour centre, le quotient K: = L/Z est 
naturellement structure en algebre de Lie topologique. On peut identifier K: a une sous- 
algebre de Lie topologique de l’algebre de Lie End(L) des endomorphismes continus de C 

par I’injection K: e End(C). Nous dirons que Lest une algebre de Lie de premiere espece si 
la fonction exponentielle est definie dans Ic et structure Uy=, (Exp Ic)” en un groupe de Lie 
de premiere espece. La classe des algebres de Lie de premiere espece, notee fZ(EX P), est 
precidment la classe associee a EX P. Lorsqu’un groupe de premiere espece est analytique 
au sens de Gateaux on dira avec J.Milnor [Mil83] qu’il est de type Campbell-Baker- 
Hausdorff ou de type CBH. Cela definit la classe C B H des groupes de Lie de type CBH. A 
cette classe est naturellement associee la classe L(C B H) des algebres de Lie de type CBH 
caracterisees par l’analyticite locale de la serie formelle de Campbell-Baker-Hausdorff. 

Les groupes de Lie banachiques, les nouvelles classes de groupes de Lie construites dans 
[NRW 941, Les groupes de Lie nilpotents, les groupes de jauge, et les groupes de Lie formels 
de type Campbell-Baker-Hausdorff construits a partir d’un ensemble fini d’elements sont 
des exemples importants de groupes de Lie de type CBH. 

3.2. Groupes et algtbres de Lie de seconde esptke 

Soit G un groupe de Lie de dimension infinie d’algebre de Lie G. On dira que G est un 
groupe de Lie de seconde espece s’il existe pour G une decomposition en somme directe 
6 = $y=, 6i de telle sorte que l’application ny!“=, Exp,, qui a (xl, . . , x,) E G1 x x G, 
associe le produit Exp(xr) . . Exp(x,) E G, definisse une carte de variete au voisinage de 
l’element neutre. Afin de preciser la “multiplicitt” m de la decomposition, on dira que 
G appartient a la classe EXP”. II est clair que CBH c EX P c EX P” c EX Pm’ 
pour tout m < m’. On definit la classe associee d’algebres de Lie de la meme facon 
que L( EX P) [RoK 971. Comme exemple important de groupe de Lie de seconde espece. 
on notera les groupes de jauge generalis& obtenus comme extension d’un groupe de Lie 
basique (dimension finie) avec un groupe de jauge pure (symttrie inteme). 
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4. Pseudogroupes de Lie et G-structures 

Les premikrs travaux consacrks entre autres par S. Lie, F. Engel et Medolaghi B l’extension 
au cadre de la dimension infinie de la thkorie des groupes de Lie Ctaient dkjh fond& sur 
la considkration des transformations infinitksimales. 11s rencontrkrent des difficult& tech- 
niques considkrables qu’l?lie Cartan jugea plus tard presque insurmontables [Car 371. C’est 
en partant directement des equations de dkfinition, qu’filie Cartan Ctablit au debut de ce 
siitcle les bases de la thkorie moderne. A cet effet il introduit la notion de prolongement 
holokdrique [Car 371. Cartan montre alors que tout pseudogroupe de Lie f admet un pro- 
longement holokdrique F’ du premier ordre (prolongement normal) opkrant sur un espace 
de dimension r et caractCrisC par la propriCtC de laisser invariantes certaines variables (cas 
intransitif; ce sont les invariants essentiels) et une collection de r formes de Pfaff. C’est 
le premier thCorkme fondamental de Cartan (Cartan I). Le second thCor&me fondamental 
(Cartan II) affirme que ces formes wi vkifient des kquations de structure 

do’ = tC;kWJ A wx + aj,wJ A W”, 

les formes W” &ant dkfinies sur un prolongement de l’espace oti opkre f ‘. Les coefficients L$, 

forment un tableau involutif. Les coefficients Cjk et ajs sont fonctions des invariants essen- 
tiels. Un pseudogroupe transitif n’admet pas d’invariant essentiel. Ses coefficients de struc- 
ture se reduisent B des constantes. Si le pseudogroupe est de type fini les a:,y n’apparaissent 
pas. On retrouve alors les equations de Maurer-Cartan. Le problkme de la structure des 
pseudogroupes de Lie se ramkne dans un premier temps i celui des pseudogroupes de Lie 
transitifs. 

Le contenu gkomktrique du premier thCort3me fondamental de Cartan pour les pseu- 
dogroupes transitifs est dCgagC dans [Chn 54,SiS 651. Un pseudogroupe de Lie transitif 
n’est autre que le pseudogroupe des automorphismes d’une G-structure. Mais ce point de 
vue n’est pas totalement abstrait et prend toujours I’aspect d’une representation. II est intime- 
ment IiC h la notion d’algkbre de Lie tronquke [GUS 641 et reflke la position partiellement 
duale adoptte par klie Cartan. Usant du processus de prolongation a l’infini, Guillemin et 
Stemberg associent alors trts naturellement une algkbre de Lie (formelle) C(f) h tout pseu- 
dogroupe de Lie transitif f [GUS 641. Bien entendu, leur approche formelle est tout aussi 
valable dans un contexte analytique de sorte que l’on associe, 2 tout pseudogroupe transitif 
analytique r, une algttbre de Lie l”(f) qui s’injecte dans I’algkbre de Lie formelle L(f) 
de Guillemin et Stemberg. A ce stade, la th&orie des pseudogroupes analytique prend un 
contenu abstrait (et convergent) sous la forme d’une algkbre de Lie. Tout Ie problkme con- 
siste h intkgrer cette algkbre de Lie en un sens analogue au troisikme thCo&me fondamental 
de Lie. C’est le point de vue original de Sophus Lie. 

5. Obstacles A I’extension 

L’extension au cadre de la dimension infinie de la thkorie classique des groupes de Lie 
s’est heurtke i deux difficult& fondamentales. La premikre, mise en Cvidence par van Est et 
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Korthagen [Van 641, conceme une anomalie dans le troisikme thkorkme fondamental de Lie. 
Elle nous apprend que la notion de groupe de Lie doit &tre, dans certains cas, gkdralide par 
la notion de schCma en groupes de Lie [Van 841. La seconde difficultk demeure toujours un 
obstacle. II s‘agit du comportement localement pathologique de la fonction exponentielle 
IGra 88). II cst faux que, comme I’avait conjecture Sophus Lie, I’application exponentielle 
dkfinie dans I’algkbre de Lie et B valeur dans le groupe soit toujours un diffiomorphis- 
me local. Cette defdillance souligke d&s les an&es soixante [Frei 67,Pal 741 nous pri\e 
d’une prockdure catwnique permettant de structurer un groupe diffkrentiel en (schkma de) 
groupe dc Lie. C’est la Pierre d’achoppement des recherches modemes. L’obstacle est tritx 
skrieux. II est parfois contoumk par I’abandon pur et simple de I’axiomatique des vat-i& 
[ Sou XO.Daz 93 1. On peut nkanmoins pr&oir que la dkouverte d’une prockdure c~~7oniy~c~ 
remplaqant I’utilisation de la “carte exponentielle” sera A I’origine de profondes dkouvertes. 

6. Pseudogroupes formels 

L’approche formelle de la structure des pseudogroupes de Lie inaugur& par 
Kuranishi [Kur 591 et reprise par Guillemin et Stemberg [GUS 641 au niveau algkbrique 
semble bizn peu adaptCe aux problkmes convergents. Pourtant ce point de VW reste fonda- 
mental. L’algkbre de Lie formelle est l’outil essentiel du travail de classification de Cartan 
[SiS 65,Shn 701. D’autre part nous allons voir que sa structure sert de vkritable guide dans 
le problkme d’intkgration convergente qui nous conceme. 

6. I. Al#bw de Lie 

Disignons par xX(n) = xg_, (n) l’algkbre de Lie des champs de vecteurs formels 
basks h I’origine 0 de [w” Pour iout entier nature1 q, x” O 4(n) sera la sous-algkbre de Lie 

des champs de vecteurs formels tangents A I’ordre q avec le champ nul. Cela prkise la 
filtration dkroissante naturelle associke B x”(~I). On munit x”(n) de la topologie na- 
turelle de Tychonov. Si r est un pseudogroupe de Lie transitif operant sur ‘I, son algkbre 
de Lie formelle C(f) est une sous-algkbre de Lie fermCe de x”(n). En posant C,(T) = 

w-)~~X&, (II) on a Cgalement c(r)/cocr) En par transitivitk. On associe tr&s naturelle- 
rnent i C( r) une algkbre de Lie plate, que nous noterons L ( f ). Par dktinition L ( f 1 = 
@F=_, C,,( f )/&,+I (f) [GUS 641. L’algttbre de Lie plate d&ermine le type de gComt%ie 
assock i f. La notion d’algkbre de Lie tronquke (Cquations de Cartan) permet de difkkencier 
les pseudogroupes ayant le m&me type de gComCtrie. 

On dkmontre le r&.&at suivant [RoK 971. 

Theorem 1 (Lie III formel). LA sous-algPbre de Lie Co(T) de l’algkbre de Lie Jiwmellr 
C( I-) d’utt pseudogroupe de Lie rransitifde @pe in&i s’intPgre en un unique groupe de 
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Lie r&ulier de seconde espbce connexe et simplement connexe, que nous notons Go( f ). 
Ce groupe admet un sow-groupe de Lie de codimension jinie de type CBH, note’ Cl (r), 
qui int2gre Cl (r). I1 en r&he que l’algtbre formelle L(f) s’intkgre en un pseudogroupe 
de Lie formel de seconde espbce de la forme A @I G 02 A reprhente la partie &ine de r 
et G E Cl(f). 

Si f est un pseudogroupe de Lie plat, il est clair que A est un sous-groupe de Lie 
de r. 

6.3. Cadre analytique, quasi-analytique, de Gevrey 

Notons V = R” et fixons une norme sur V. Cela definit dans l’espace V @ SP(V*) des 
champs de vecteurs homogenes de degre p une norme )( . lip. 

Appelons avec Jean lkalle [Eta 7.51 suite de type R, ou de type regulier, toute suite 
n = {rr,} (n 2 l), positive, non decroissante telle que lim supn,+t/n, < co. Si n est 
une telle suite, drr designera la suite drr = {nrr,). Nous dirons qu’un champs de vecteur 
formel X = Cyzo Xk (ok pour tout k, Xk E V 63 Sk(V*)) appartient a la classe C(n) si 
ses coefficients satisfont 

lim sup (IX, ](Aln/rfn < 00. 

Remarquons que cette notion ne dCpend pas de la norme choisie. Si x = (1) la classe 
C(n) correspondante est la classe analytique. Si n,, = logn ou plus gCnCralement n, = 

I-I,“=, log(,) n oi log(,) II reprbente (log(log . . (log n)) . .) r fois et ou N est fixe, la classe 
correspondante est la classe quasi-analytique de Denjoy. Si TC, = n* (0 > 0), il s’agit de la 
classe de Gevrey d’indice 19. On note alors 0 = {n”}. On peut dkmontrer que pour toute suite 
reguliere rr le sous-espace x”(n, x) de xCO(n) constitue des champs de vecteurs formels de 
classe C(z) est en fait une sous-algebre de Lie. De m&me, si r est un pseudogroupe de Lie 
quelconque, le sous-espace C”(r) c L(r) constitue des champs de vecteurs formels de 
classe C(n) est une sous-algebre de Lie. Tous ces espaces admettent une topologie naturelle 
de nature purement bomologique que nous decrivons maintenant. 

Pour tout reel positif p designons par C:(T) le sous-espace de L”(r) constitue des X 
tels que 

lim sup IJX, < +oc 
r;Pn 

11 est clair que Lx(r) = U p,. Cz (r). Chaque C:(r) est naturellement structure en 
espace de Banach en prenant pour norme 

II xn lln 
IIXII, = sup - 

n ir,“p” . 

Un sous-ensemble de CT (r) sera dit borne s’il est contenu dans un CF (r) et est borne par 
rapport a sa norme. Cela definit canoniquement une bomologie complete sur L=(r). 11 lui 
correspond naturellement la topologie localement convexe de limite inductive stricte puisque 
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c=(T) = 1% c;(r) 
n& 

315 

Si p < p’ I’injection CG (f) c-f C;,(r) est born&e (done continue) et compacte. Munie 
de cette topologie bomologique localement convexe Hausdorff complete, c7 (f) est une 
algebre de Lie topologique de Silva [Les 821. 

Designons maintenant par Gg (f) (resp. G; (f )) le sous-espace de Go(f) (resp. G I ( f )) 
(voir theoreme 1) constitue des series de classe C(n) pour toute suite reguliere ?r. De meme 
on introduit les sous-espaces G;(f) pour tout entier q. Ces espaces sont munis de la 

topologie bomologique naturellement induite. Les resultats d’lkalle demontres darts le cas 
unidimensionnel [Eta 751 se generalisent pour donner lieu a: 

Theorem 2 (Lie III n-formel). On suppose que f est un pseudogroupe de Lie plut, i.e. 
C(f) or L ( f ). Pour toute suite n de classe R, 1 ‘espace G$ (f) muni de la loi de compo- 
sition est un groupe diffeologique [Sou 801 regulier St’ g est element de GG (f) (pour tout 
entier q > 0), son logarithme formel est element de Ci” ( f ). Cependant, pour tout H > 1 

1 ‘algebre de Lie Cy ( f ) est de type CBH et par suite Co ( f ) s ‘integre en un pseudogroupe 
de Lie,formel de seconde espece d’ordre 2 de la.forme A @ G ou A est un sous-groupe de 
Lie (partie q&e) et ou G intbgre .Cy (f ). 

La preuve de ce theoreme sera donnee dans [KaR 971. 

Remarque 1. Rappelons que nous disposons du theoreme de Poincar-Siegel pour le log- 
arithme d’un diffeomorphisme analytique sans resonance [Ste 581. 

Remarque 2. Si lim n, /n = 0 il est certain que l’exponentielle restreinte a Ci (f) a valeurs 
dans Gg (f) n’est pas un diffeomorphisme local. L’algebre de Lie CT (f) ne s’integre pas 
dans ces conditions en un pseudogroupe de Lie (au sens de Milnor) qui soit de seconde 
espece et d’ordre$ni. C’est le cas du cadre analytique. 

II semble neanmoins que G$ (f) admette toujours une carte canonique de seconde espece 
d’ordre infini. Notons exp, la restriction de la fonction exponentielle au sous-espace vec- 
toriel 13,_ I ( f )/C, (f ). Supposons que le groupe differentiel Gk+2 (f) soit un groupe de 
Lie model6 sur son algebre de Lie &+2(f) via le diffeomorphisme local +,v+t. C’est 
par exemple le cas pour le pseudogroupe general a n variables. Alors il est clair que le 
pseudogroupe de Lie f x est une variete differentiable de dimension infinie. Celle-ci est 
modelee sur C” (f) via la carte 

qui associe a X = c,“=, Xk le diffeomorphisme 

@N+l 0 expN XN 0 . . . 0 expu X0. 
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Notons cette carte @N+t k3 n&lt,,,,,,) expk. En faisant tendre N vers l’infini on obtient un 
candidat potentiel pour une carte canonique de seconde espece d’ordre infini. Nous noterons 
cette application formelle HA Exp. On a 

I-I Exp = 19 expN 8. . ‘18 expo . 
L 

Bien entendu & Exp foumit une autre carte canonique pour la structure de variete du 
pseudogroupe formel (voir theoreme 1). Le probleme general est beaucoup plus subtil. I1 
conceme essentiellement la surjectivite locale de cette application. On peut demontrer: 

Proposition 1. Si r est un pseudogroupe de Lie plat analytique, I ‘application & Exp est 
d&inie de Lcw(r) 2 valeurs dans P. Elle est Silva Coo [Co1 821 etpar suite Gateaux Coo. 
De plus elle est localement injective et sa d&iv&e logarithmique 

l-I Exp-’ d n Exp 
h h 

est localement un difldomorphisme. 

Ces resultats nous am&rent a conjecturer 

Conjecture 1 (Lie III). L’algebre de Lie L”(r) de tout pseudogroupe de Lie analytique 
s’integre en un unique pseudogroupe de Lie au sens de Milnor connexe et simplement 
connexe de transformations analytiques (qui s’identifie a r). I1 admet une carte canonique 
de seconde espece d’ordre infini et denombrable. 

Remarque 3. Si ce resultat est vrai il faut s’attendre a ce qu’il le soit pour Cc” (r) quelle 
que soit la suite n de classe R. 

Conjecture 2. Toute groupe infini de transformations analytiques est un groupe de Lie au 
sens de Milnor de seconde espece d’ordre infini. 
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